1. cviceni - reSeni

Piiklad 1 (a) f(z,y) =22+ 3y + 1.

D(f) =R?
Vrstevnice:
2 c—1
[f=d=2x+3y+1=c=By=c—1-2z] = y:—gx—i— 3

Vrstevnice pro ¢ = 0:

Spojitost: f je spojita na celém svém D(f) jakozto sloZeni spojitych funkei.
Priklad 1 (b) f(z,y) = min(z,y)

D(f) =R

Vrstevnice:

[f =d=Mmin(z,y) =c] =z <yrz=cUly<zAy=

Vrstevnice pro ¢ = 2:
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Spojitost: f je spojita na celém svém D(f) jakozto slozeni spojitych funkei.
r4y—|z—y|
3 .

Je to vdaka tomu, Ze f(x,y) = min{z,y} =
Piiklad 1 (c) f(z,y) =2+ /Y
D(f) =R*\[y < 0] = {[z,y] € R®: y > 0}
Vrstevnice:

[f=d=+vy=d=[r=c- VY

Vrstevnice pro ¢ = 4:

Spojitost: f je spojita na celém svém D(f) jakozto sloZeni spojitych funkei.
P¥iklad 1 (d) f(z,y) = 2% + 3

D(f) =R?
Vrstevnice:

Vrstevnice pro ¢ = 2:

-4 35 -3 -25 -2 -1

Spojitost: f je spojita na celém svém D(f) jakozto sloZeni spojitych funkei.
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Priklad 1 (e) f(x,y) = /7y

D(f) = {[z,y] € R?: 2y > 0}. D(f) je sjednoceni prvniho a tietiho kvadrantu
véetné hrani¢nich polopiimek.

Vrstevnice: [f = ¢] = [\/zy = (]

Rovnost /ry = ¢ dava smysl pouze pro ¢ > 0 - jinak neexistuje Zadna dvojice
x,y takova, Ze by byla rovnost pslnéna. Proto pro ¢ < 0 je [f = ¢] = 0.

Pro ¢ = 0 mame: [f =] = [zy = 0] = [z = 0] U [y = 0], vrstevnice je tedy
sjednoceni os.

Pro ¢ > 0 mame: [f =¢| = [y = %2], jde o hyperbolu.

Vrstevnice pro ¢ =:

Spojitost: f je spojita na celém svém D(f) jakozto slozeni spojitych funkei.
Piiklad 1 (f) f(z,y) = /1 — 22 — y?

D(f) ={[z,y] € R?: 2% +y* < 1}.
D(f):

I
W
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Vrstevnice: Pro ¢ € [0,1) plati, Ze ¢ > 0 a 1 — ¢?

nésledujici:
[f=¢ = [\/1—x2—y2:c} =[l—2? -y ==+ =1-¢7

Vrstevnice pro ¢ = %:

> 0, pak vrtevnice je

Je-li ¢ = 1, pak rovnost /1 — 22 — y? = ¢ plati pravé pro bod [z,y] = [0,0].
Tedy [f = 1] = {[0,0]}.

Pro zbyla ¢, tj. pro ¢ € R\ [0,1], je [f = ¢] = 0, neb nemiiZe nastat rovnost
V1—22 —y? =c nebo 2% +9% =1-c2.

Spojitost: f je spojita na celém svém D(f) jakozto slozeni spojitych funkei.

Pfﬂdad:L(g)f@my)=:;z§%;i?
D(f)=[2*+1y?—1>0]=[22+y* > 1]
D(f):

o’

Vrstevnice: Pro ¢ <0 plati: [f = ¢] = 0. Pro ¢ > 0 plati

[f=d=

1 1 1
=c] = [m2+y2—1202} Z[x2+y2=1+62

Vi +y2 -1
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Vrstevnice pro ¢ = 2:

Spojitost: f je spojita na celém svém D(f) jakozto sloZzeni spojitych funkei.

Priklad 3 (a) M = {x}, kde x € R" je dany.

Z definice je zfejmé, ze H(M) = M C M, tedy M je uzaviena. Plati tedy, ze
M= M.

Jelikoz M sestava z jediného bodu, nemtze se stat, Ze by M obsahovalo kouli.
Proto Int M = () a M neni oteviena.

Piiklad 3 (b) M C R” neprazdna a kone¢na.

Z prikladu 3 (a) plyne, Ze bod je uzaviena mnozina. M je tedy, jakozto konecné
sjednoceni uzavienych mnozin, uzavienou mnozinou dle véty 5. Tedy plati, Ze
M =M.

Ozna¢me M = {x1,...,z,}. UkdZeme, Ze pro kazdéi =1,...,n je x; ¢ Int M.
Tj. ukdzeme, Ze M neobsahuje kouli o stfedu z;.

Definujme 0 := min{p(z;,z;): j € {1,...,7},j # i} ( nejmensi vzdalenost
bodu z; od ostatnich bodi mnoziny M). Pak pro r € (0,0),5 € {1,...,5},7 #
it xj ¢ B(x;,r). Tedy plati, ze B(x;,r) N (R™\ M) # 0.

Dokazali jsme, ze M neobsahuje zadnou otevienou kouli o stfedu z; (pokud
by takovou obsahovala, musela by obsahovat i B(z;,r).

Proto Int M = () a M neni oteviena.

Z rovnosti M = H(M) U M plyne, ze H(M) = M = M.

Piiklad 3 (¢) M = (0,1) C R.

Pro x € M naleznéme r € (0, min{x,1 —z}). Pak B(z,r) C M, tedy kazdy
bod M je jejim vnitinim bodem. Proto plati, Ze M je oteviend a Int M = M.

Co se bodu hranice tyce, ukazme, ze 0 € H(M). Pro r > 0 zfejmé plati,
ze B(0,r) N M # 0, neb B(0,r) = (—r,r). Zaroven vsak B(0,r) N (R\ M) =
(=r,7) N ((—00,0]U[1,00)) # 0. Z toho plyne, Ze 0 je hrani¢nim bodem M.
Analogicky se ukaze, ze 1 € H(M).

Uvazme nyni x ¢ [0, 1]. Ukazeme, ze x ¢ H(M). Necht r € (0, min{|z|, |1—z|}.
Pak B(x,r) = (x — r,x +r). Jelikoz z je od nuly vzdaleno o |z| a r < |z, tak
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plati, ze 0 ¢ B(xz,r). Podobné 1 ¢ B(x,r). Z toho plyne, ze (R\ M)NH(M) = 0.
Tedy H(M) = {0,1}

Piiklad 3 (d) M =1[0,1] C R.

Podobné jako vyse se ukaze, ze (0,1) je oteviena podmnozina M a H(M) =
{0,1}. Snadno se da ukazat, ze 0 a 1 nejsou vnitini body M. Jelikoz H(M) C M,
tak M je uzaviena. Zéaroven ne vSechny body M jsou vnitini, takze M neni
otrevena.

Priklad 3 (e), (f), (g), (h) analogicky jako vyse.

Piiklad 3 (i) M = N.

Z toho, 7e pro n € N plati B(n, %)HN =n, plyne, ze Int M = a H(M) = M.
Z toho dostavame, ze M = M UH (M) = M. Mnozina M tedy je uzaviena a neni
oteviena.

Piiklad 3 (j) M =Q

JelikoZ oteviené koule v R jsou intervaly a kazdy interval obsahuje iracionalni
¢islo, tak M neobsahuje zadnou otevienou kouli. Proto Int M = (). Navic M # 0,
proto M neni oteviena.

Z téze myslenky vyplyva, Ze (neb kazdy interval obsahuje i racionalni ¢islo),
7e kazdé realné ¢islo je bodem hranice M. Tedy H(M) = R. Proto M = R # M
a M neni uzaviena.

Priklad 3 (k) M =R\ Q.
Dle véty 4 z prednéasky plyne, ze M neni ani uzaviené, ani oteviena. Stejnymi

tivahami jako vyge dojdeme k tomu, Ze Int M = (), H(M) = R, M = R.

Priklad 3 (1) M = {;n € N}.

Mnozina M obsahuje 1 a bod v M \ {1}, ktery je mu nejblize, je zfejmé % Z
toho plyne, ze bod 1 ¢ Int M, jelikoz B(1, %) neni podmnozinou M. Plati tedy,
ze M neni oteviena. Obdobnym argumentem dostavame, ze Int M = ().

Dale z toho plyne, ze M C H(M), neb pro kazdé x € M existuje r > 0 t.z.
B(z,m)N(R\ M) #0 a B(x,r)N M # 0.

Zbyvéa otazka, zda jesté néjaky dalsi bod x € R je hraniénim bodem M.

Jelikoz, % — 0, je pravdépodobné, ze 0 € H(M). Ovéfme si to. Zvolme
r > 0 libovolné. Pak B(0,r) = (—r,r). Jelikoz 0 je infimem mnoziny M, tak
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M neobsahuje zaporna ¢isla. Proro B(0,r) N (R\ M) # 0. Zéaroven z faktu, Ze
limy 00 = = 0 vyplyva, Ze existuje n € N t.z. + € B(0,7). Proto 0 € H(M).
Uvazujme nyni z € R\ (M U{0}) a ukazme, ze © ¢ H(M). Pokud = < 0,
pak nalezneme r > 0 t.z. 0 ¢ B(z,r). Pak B(xz,r) N M = (), a proto = ¢
H(M). Podobné postupujeme i pro x > 1. Je-li x € (0, 1), pak nalezneme n € N
=i
B(z,7) N M = 0, jelikoz r je mensi, nez vzdalenost x od nejblizsiho bodu z M.
Plati tedy, ze H(M) = M U{0} a M = H(M). Jelikoz M # M, tak M nenf

uzavriena.

tz. x € < Pak zvolme r € (O,min{]az - %HL |%|}) Ziejmé plati, Ze

Piiklad 3 (m), (n) Analogicky jako 3 (1).

Pi#iklad 4 (a) M = {[z,y] € R%z > 0,y < 0}.

Definujme M; = {[z,y] € R*: 2 > 0}, My = {[z,y] € R*: y < 0}. Pak
M =M, N"M2.

Nakresleme si M1, Mo a pak M.

Vidime, ze M neobsahuje celou svou hranici (dolni poloosu y). Proto M neni
uzaviena. Zaroven obsahuje ¢ast své hranicem tedy neni ani oteviena.
IntM =[z>0/N[y<0],HM)=[z>0,y=0U[z=0,y <0].

Priklad 4 (b) Na jednotkova kruZnicu sa vieme pozerat ako na mnozinu
S = {(z,y)T € R, 22 +y? = 1}. KedZze funkcia f(z,y) = 2% + y? je spojita, tak
mnoZina S je uzavrené, takZe je rovna svojej hranici. Otvorena nie je a jej vnitro
je prazdne, lebo ak si zoberieme I'ubovolny bod na (z, y)T € S, a Tubovolné jeho
okolie B((x,y)",r), tak (1 —%)(z,y)" € B((z,y)",r), ale p((z,y),0) =1-5 #1

Piiklad 4 (c) Jednotkova kruznice bez bodu [1, 0]
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Ziejmé M neni oteviena, neb uvazujeme-li B(x,r),x € M,r > 0, pak existuje
y € B(z,r) t.z. p(0,y) # 1, tedy y ¢ M.

Zjistéme H(M). Z prave uvedené myslenky plyne, ze M C H(M) (pro body
mn. M je definice hrani¢niho bodu zfejmé splnéna). Vénujme se nyni dalsim
bodiim - zda jsou ¢i nejsou hrani¢ni (hrani¢ni bod nemusi byt prvkem mnoZiny
Definujme f(z,y) = 22 +y?. Pak M = [f = 1]\ {[1,0]}.

Mnoziny [f > 1],[f < 1] jsou oteviené a neprotinaji M. Proto neobsahuji
hrani¢ni body (viz argumentaci v piikladu 3 (f)).

Zbyvéa tedy ukazat, ze bod [1, 0] je hrani¢nim bodem (coZ se d4 tusit z obrazku).

Pfejdéme nyni k polarnim soufadnicim - tj. bod na mnoziné [f = 1] je dan
thlem ¢ € [0,27] (a polomérem 1). Bod mmoziny [f = 1] pfislusny ahlu ¢ je
[cos ¢, sin ¢]. Jeho vzdalenost od bodu [1,0] je

\/(1—<:os<p)2—i—(0—silr1<p)2 = \/1—2005<p+C082g0+sin2<p: V2+y/1 — cos? .

Pro p € (0, g) je tato vzdalenost spojitou rostouci funkci. Proto pro kazdé r €
(0,V2) existuje § € (0, %) takoveé, Ze pro kazdé ¢ € (0,6) je p ([cos ¢, sin¢],0) < r.
Z toho dostavame, Ze pro kazdé r > 0 existuje ¢ € (0, %) t.z. [cos,siny] €
M N B([1,0],r). Zaroven zfejmé [z,%] € B([1,0],r) N (R*\ M). Oveiili jsme

definici hrani¢niho bodu, bod [1,0] je tedy hrani¢nim bodem mn. M.

Piiklad 4 (d) M = {[z,y] € R% % + ¥ < 1},

Z predpisu pro elipsu vime, Ze M je elipsou o st¥edu [0,0] a z-ové poloose
velikosti 2 a y-ové velikosti 3.

Jinak 1ze podobu M odvodit nésledujicim zptisobem:

22 2 ) 22 [ a2 —
M—|:4+9<1:|—|:y <9<1—4>:|— -3 1_Z<y<3 1_Z

_ 922

M je tedy prostor mezi grafy funkei fi(z) = =9 + % a fa(z) = e

Je-li f(z,y) = % + %2, pak M = [f < 1] a dle véty ?? je oteviena. Z toho
dostavame, ze Int M = M a M neni uzaviena. Podobné jako ve 2 (f) odvodime,
ze HM) = [f = 1] (ovéfime, ze [f = 1] C H(M) aze [f > 1N H(M) = ().
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Piiklad 4 (e) M = {[z,y] € R%;2? +y? > 9}.
Ze stiedni koly vime, ze kruznice o poloméru 3 a stiedu [0, 0] v R? je 22 +y? =
9. Z toho dostavame, ze M je kruznice se stfedem v pocatku a polomérem 3 a vse

okolo ni.
Alternativné:

M=[?29—a% =yl >vI—a?=[-VI—a?<y>VI—2a7

6

-10 -8 ) 4 2 0 2 4 6 8 1
-2

-7

Rovnost je povolena, tedy krajni body tam patii.

Pi#iklad 4 (f) M = {[z,y] € R%; 22 +¢e¥ > 17}

Definujme funkci f: R? — R piedpisem f(x,y) = e¥ + 22.

Pak M = [f > 17]. Funkce f je spojita, tedy podle véty ?? je M oteviena.

M = [e¥ > 17 — 27

Je-li 17 — 22 < 0, pak je nerovnost e¥ > 17 — x2 splnéna pro libovolné y, neb
e¥ > 0 vzdy. Pokud 17— 2% > 0, pak lze nerovnost zlogaritmovat, ¢im# dostavame
nerovnost y > In (17 — :1:2). 7 toho vyplyva nésledujici rovnost.

M =[y>1In (17— z*)] U [2? > 17]

Mnozina M proto vypada nésledujicim zptisobem.
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-2

Zbyva urcit H(M). Ukazme, ze [f = 17| je hranici mnoziny M.

Nejdrive ukazeme, 7ze [f = 17] € H(M). Necht [z,y] € [f = 17]. Tedy plati,
7e €¥ + x? = 17. Zvolme r > 0 libovolné. Chceme ukazat, ze B([x,y],7) N M # 0
a B((z,y),r) (1 (R"\ M) #0.

Necht § € (0,7). Pak [z,y+0] € B([z,y],r). Ukdzeme, Ze [z,y+ 0] € M. Staci
ovetit, ze eVt + 22 > 17. Je-likoz je funkce ¢ — €® je rostouci. Proto e¥ < e¥19.
7Z toho dostéavame, Ze plati pozadovana nerovnost.

Ukazme jesté, ze [x,y — d] € B([z,y],r) N (R™\ M). Tim ovéfime druhou
podminku v definic hrani¢niho bodu.

Stejnym argumentem dostavame, Ze e =% < e¥, z ehoz vyplyva, ze eV 0 + 2 <
17. Proto [z,y — 0] ¢ M.

Ukazali jsme, ze [f = 17) € H(M). Ukazme nyni, ze R" \ (M U [f = 17])
neobsahuje hrani¢ni body M. Plati, ze R" \ (M U [f = 17]) = [f < 17]. Z vé&ty
77?7 vime, Ze [f < 17] je oteviené. Tzn., Ze kazdy jeji bod je vnitinim bodem této
mnoziny. Mame-li tedy bod [z,y] € [f < 17], pak existuje r > 0 t.z. B([z,y],r) C
[f < 17]. Z toho dostavame, ze B([z,y],r) N M = (. Nemize byt tedy splnéna
definice hrani¢niho bodu. Proto zadné dalsi hrani¢ni body nejsou a H(M) = [f =
17].

Pi#iklad 4 (g) M = {[z,y] € R%; 2?2 + 4 + 22y = 5}

M=[(x+y)’ =5 =[le+yl= V5 =[r+yec{-V5V5} =
=ly=—z-VHUly=—z+ V5
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Piiklad 4 (h) M = {[z,y] € R%}|z —y| = v — y}
M=lz—y>0=y<a]

Priklad 4 (i) M = {[z,y] € R} |z + y| > = + y}
M=z+y<0 =[y<—2x]

Piiklad 4 (j) analogicky

Piiklad 5 (a) M = {[z,y] € R%1 < a2 + % < 4}

M=[1<2?+¢y’N[z?+y? < 4] = (R?\ B(0,1)) N B(0,4) = B(0,4)\ B(0, 1)
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Pi#iklad 5 (b) M = {[z,y] e R%:z <y <z + 3}
M je sevieno piimkami y = x a y = = + 3, pfi¢emz piimky nepatii do M, neb

v nerovnicich neni povolena rovnost.

-4 =3 -2

Piiklad 5 (¢) M = {[z,y] € R%;2? <y <22+ 1}

M = [f <0]n[g < 0], pro funkee f(z,y) = 2* —y,g(z,y) = y —2* — 1.
Funkce f i g jsou spojité (sloZeni spojitych funkei - s¢itani a nasobeni a mocnina
jsou spojité funkee), tedy podle véty 7?7 je M prinikem dvou uzavienych mnoZin.
Dle véty ?? je proto mnozina M uzaviena.

Jelikoz v R™ jsou jediné obojetné (tj. oteviené i uzaviené zaroveil) mnoziny ()
a R™ neni mnozina M oteviena.

Z definice lze ukazat, ze [f = 0] U [g = 0] je hranici mnoziny M.
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P#iklad 5 (d) M = {[z,y] € R?; |z| > 1}
M=[z<-1Ulz>1]

—1
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